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Contenidos del Curso

Introduccion a la I0gica proposicional y a la |égica de primer
orden.

Logica relacional.

Especificacion de programas: precondicion mas débil,
correccion parcial y correccion total.

Java Modeling Language (JML): un lenguaje para la
especificacion de programas.

Deteccidon automatica de fallas.

Reparacion automatica de fallas.



Para que”

Para gue nos interesa la [0gica a |os
computdlgos?

Nos interesa”

=S sOlo un ejercicio intelectual para iluminados”

Tiene alguna utilidad practica”



| 6gica Proposicional

| as variables p1, p2,..
proposiciones, 1.e., p
se puede realizar un

* Ejlemplo:

LpPn,... representan
fopledades sobre las cuales

juicio sobre su veracidad.

* Los pinguinos usan frac

* |Los gatos tienen 0jos verdes

* Los perros son animales



| 6gica Proposicional

e A partir de las variables proposicionales
(férmulas atbmicas) se pueden construir
formulas complejas de la siguiente forma:

* si Ay B son férmulas proposicionales, A (se lee
no A), (A && B) (selee Ay B)y (All B) (se lee A
0 B) son férmulas proposicionales.



| 6gica Proposicional

* Dada una formula proposicional podemos
preguntarnos su valor de verdad.

e El siguiente algoritmo
T : Val x Férmulas Proposicionales —> {t, f},

conocido como “Tablas de Verdad™ nos permite
analizar el valor de verdad de una térmula
proposicional en todas las valuaciones de las
Droposiciones.




| 6gica Proposicional

e Val: {p1,..., on,...} —> {t,f} es una valuacion.
e T _Val(pi) = Val(pi)

o T_Val(lA) =tssiT_Val(A) =1

T Val(A&&B) =T Val(A) A T_Val(B)

« T_Val(A||B) =T_Val(A) v T_Val(B)




| 6gica Proposicional

* Definicion: Una téormula F es una tautologia, si
para toda valuacion Val, T_Val(F) = t.

* Teorema (Decidibilidad de la Logica

Proposicional): Hay un algoritmo (conocido
como Tablas de Verdad), que permite para cada
formula determinar si la misma es una
tautologia.




| 6gica Proposicional

e Ejemplo:

(p1=>(p2 =>p3)) => (p1=>p2) => (p2=>pJ3))




| 6gica Proposicional

e Ejercicio:

(1 => (P2 =>p3)) => ((p1=>p2) => (p1=>p3))

Pregunta: Por qué es correcto restringirse solo a las variables
proposicionales que aparecen en la ftormula”?



| 6gica Clasica de Primer

Orden

Permite expresar propiedades sobre objetos.
_as evaluacion del valor de verdad depende de

un dominio semantico mucho mas rico que las
valuaciones de la légica proposicional.

Ejlemp
Ejemp

0 1: Todos los peces tienen agallas.
o 2: Nemo tiene una aleta mas pequena



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Sintaxis

e Vamos a tener términos que denotan objetos (es decir, un término sera una
expresion sintactica que al interpretarla semanticamente referira a un objeto
como Nemo, Dory, etc...)

e VVamos a tener férmulas gue nos permitan escribir propiedades sobre los
objetos.

es_amigo_de(Nemo, Dory)

es_hijo_de(Nemo, Merlin)
* es_un_pez_payaso(Nemo)
* Paralodo x ((es_un_pez_payaso(x) && es_hijo_de(x, Merlin)) =>

es_amigo_de(x, Dory))



| 6gica Clasica de Primer Orden:
L enguaje de Primer Orden

 Un lenguaje de primer orden es una estructura <C, F, P>
tal que

* C es un conjunto de simbolos de constante, C = {c1,
 F es un conjunto de simbolos de funcion. Cada simbolo

tiene una aridad (tipado) determinada. F = {f1_{t_1},
f2_{t_2},...,tk_{t_k}}.

P es un conjunto de simbolos de predicado. Cada
simbolo tiene una aridad determinada. P = {p1_{r_1},

p2_{r_2},....om_{r_m}}.



L 6gica Clasica de Primer Orden:
L enguaje de Primer Orden

e Un| a ldea de

der

suc_1}, {<=_2, > 2, >=0_1}>.

 L_N-=<{0}, {pred_1}, {<=, >, >=0}>.



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Terminos

« Como dijimos antes, los términos denotan objetos. Vamos a ver las
reglas que nos permiten determinar si una expresion es un termino
bien formado (correcto).

« Sea L = <C, F, P> un lenguaje de primer orden. Sea V = {v1,...,vk,...}
un conjunto infinito (numerable) de variables. Intuitivamente, las
variables son términos que denotan objetos arbitrarios.

e SitinV, entoncest es un término.
e Sitin C, entonces t es un término.

e SifinF tiene aridad ny t1,...,tn son términos, f(t1,...,tn) €s un
término.

e Nada mas es un término.



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Terminos

* Para el lenguaje de primer orden <{0}, {suc},
{<=, >, >=0}>, por ejemplo tenemos v3, O,
suc(0), suc(vh), suc(suc(suc(0)))...

 Para el lenguaje de primer orden <{0}, {pred},
{<=, >, >=0}>, por ejemplo tenemos v3, O,
ored(0), pred(vb), pred(pred(pred(0)))...



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Formulas

Mientras que los términos denotan objetos, las formulas tienen un valor de
verdad.

Dado un lenguaje de primer orden L = <C, F, P>, sipin P de aridad ny t1,
...,In son términos, entonces P(t1,...,tn) es una formula atomica (porque es el
tipo mas pequefio de formula).

Si f es una formula atobmica, entonces f es una formula.
si f es una formula, !If es una férmula
si f1y f2 son formulas, f1 && 2, f1 || f2 y f1=>f2 son férmulas.

si f es una formula, y v es una variable, (forall v f) y (some v f) son formulas
(cuantificacion universal y existencial).

Nada mas es formula.



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Formulas

e forall v1 (tforall v2 (>(suc(v1), suc(v2)) => >(v1,

)

 Equivalentemente podemos usar (cuando es
apropiado) los predicados infijos: forall v1 (torall
v2 (suc(vl) > suc(v?2) => vl > v2))

e forall v1 (forall v2 (suc(v1) > suc(v?2) => v1 <=
723)



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Estructuras Adecuadas

 Dado un lenguaje de primer orden L = <C, F, P>, una estructura
adecuada para L es una estructura A_L = <A, C, F, P> tal que

- A es un conjunto no vacio de objetos.

- SiC ={c1,....ck}, C={el,...,ck} \subseteg A es un conjunto
de constantes.

- SiF={f1,...,in}, F = {f1,...,fn} es una familia de funciones
sobre A de la aridad correspondiente. |.e., sif] es r-aria, fj :
ANr -> A.

- SIP ={p1,....pl}, P={p1,...,pl} es una familia de relaciones
sobre A de la aridad correspondiente. |.e., si p| es s-aria, pj
\subseteq A/s.



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Estructuras Adecuadas

 Ejemplo: Para el lenguaje de primer orden L_N+
= <{0}, {suc}, {<=, >, >=0}>, podemos tener <N,
{cero}, {+1}, {menor_o_igual, mayor,
mayor_o_igual que cero}>.




| 6gica Clasica de Primer
Orden: Presentacion de Teoria

e Dado u
conjun

to de férmu

\Gamm

a, el par <

presentacion de teoria.

e | ateori

a es el con

enguaj
formulas en \Gam

e L que so

junto de for
N consecue

ma (a defini

N lenguaje de primer-orden Ly un
as de primer order sobre L
_, \Gamma> es una

mulas sobre el
ncla de las

a continuacion).



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Consecuencia

e Sea L = <C,F,P> un lenguaje de primer orden, sea
\mathcal{A} = <A,C,F P> una estructura adecuada para L.
Una valuacion de las variables es una funcion \mu : Var \to A.

* A partir de la nocion de valuacion podemos ver el valor de
un término dentro de una estructura. Definimos:

e Seavin Var. [[v]]_\mu = \mu(v).
e SeacinC, [[c]]_\mu = c.

e SeafinF con aridad k, y t1,...,tk términos. [[f(t1,
L \mu = f([[E1]10\mu, . [[EKT\mu).



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Consecuencia

* Una vez definido el valor de un término dados una estructura adecuada y una valuacion,
podemos evaluar el valor de verdad de una férmula.

* Sea $\mathcal{A} = <A, C, F, P>$ una estructura adecuada para un lenguaje de primer orden $L
= <C, F, P>$. Sea $\mu : \mathit{Var} \to A$ una valuacion. Definimos:

« $\mathcal{A} |= p(t1\ldots,tn) [\mu]$ si $<[[t1]]_\mu\ldots,[[tn]]_\mu> \in p$.

* $\mathcal{A} |= Nalpha[\mu]$ iff not $\mathcal{A} |= \alpha[\mu]$.

* $\mathcal{A} |= (\alpha || \beta) [\mu]$ iff $\mathcal{A} |= \alpha [\mu]$ or $\mathcal{A} |=
\beta [\mu]$.

» $\mathcal{A} |= (\alpha && \beta) [\mu]$ iff $\mathcal{A} |= \alpha [\mu]$ and $\mathcal{A} |=
\beta [\mu]$.

* $\mathcal{A} |= \exists x : \alpha [\mu]$ ssi there is $a\inA% tal que $\mathcal{A} |= \alpha
[\mu x/a]$

« $\mathcal{A} |= \forall x : \alpha [\mu]$ ssi para todo $a\inA$ , $\mathcal{A} |= \alpha [\mu x/a]
$



| 6gica Clasica de Primer
Orden: Consecuencia

* Dado un conjunto de formulas $\Gamma =
{\gamma_1 \ldots,\gamma_k}$, definimos $
\mathcal{A} \models \Gamma[\mu]$ ssi $
\mathcal{A} \models \gamma_i[\mu]$ para todo

$1\leqgi\leg k$.

« $\alpha$ es consecuencia de $iGamma$ ($

\Gamma |= \alpha$) ssi para toda estructura $
\mathcal{A}$ y toda valuacion $\mu$, vale $
\mathcal{A} |= \Gamma[\mu]$ implies $
\mathcal{A} |= \alpha[\mu]$.




| 6gica Clasica de Primer
Orden: Modelo

e Dado un conjunto de formulas $\Gamma$ una

estructura adecuada $\mathca
\emph{modelo} si para toda va
\mathcal{A} |= \Gamma[\mu]$.

{Al$ se dice
uacion $\mug 3



Metateoremas Importantes
de la Logica de Primer Orden

o Upward Lowenheim-Skolem: Si $\Gammas$ tiene
modelos finitos arbitrariamente grandes o al
menos un modelo infinito, entonces tiene
modelos de todos los cardinales Infinitos.

e E£s posible escribir un conjunto de axiomas
gue caracterice a los numeros naturales
univocamente?




Metateoremas Importantes
de la Logica de Primer Orden

e Downward LdHwen

neim-Skolem: Si $\Gamma$p

tiene un modelo Ir

finito, entonces tiene un

modelo numerable.

 £s posible caracterizar de forma univoca a los

Numeros reales en primer orden?



e Co

Metateoremas Importantes
de la Logica de Primer Orden

N1

mpacidad: $\Gamma$ es satisfacible ssi es
amente satisfacible ($\Gamma$ puede ser

INTl

nd

glife)}

ecldibilidad: No existe un a

nermita determinar si una form
orden es universalmente val

goritmo que
ula de primer

ida (A. Church)



Clausura (reflexo-)transitiva

« COMO hacemos para especiticar que una lista simplemente
enlazada no tiene un ciclo?

» $\forall n (*next(head,n) => I*next(next(n),n))$

e Sin utilizar clausura no es posible hacerlo de forma declarativa.
Ahora... es la clausura expresable en primer orden”?

e Silo fuera, podemos escribir:
* $\forall n (*suc(0,n))$.

e Qué dice la férmula de arriba?



